2.1       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ ω 

                                 με  0ο ( ω ( 180ο
               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  234 – 236 
Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Για το σημείο  Μ (5, 12)  είναι  ρ = ΟΜ = 13.  Αν ω = x
[image: image991.emf]M , να συμπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες 

ημω =
[image: image2.wmf]12

13

    συνω =
[image: image3.wmf]5

13

    εφω = 
[image: image4.wmf]12

5


Προτεινόμενη λύση 

Είναι   ημω =
[image: image5.wmf]y

ρ

= 
[image: image6.wmf]12

13

  ,         συνω =
[image: image7.wmf] x

ρ

= 
[image: image8.wmf]5

13

 ,         εφω = 
[image: image9.wmf]y

x

= 
[image: image10.wmf]12

5

  

2.

Αν η γωνία  ω = x
[image: image11.wmf]µ

O

M  είναι αμβλεία, τότε να συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά με το σύμβολο   > ή < 

ημω  > 0             συνω < 0          εφω < 0 

Απάντηση

Με βάση τη θεωρία συμπληρώνουμε τα κενά όπως παραπάνω 

3.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε τριγωνομετρικό αριθμό της στήλης  Α τον ίσο του αριθμό από την στήλη Β . 
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Προτεινόμενη λύση 

Από θεωρία  :  ημ90ο = 1     άρα α ( 3                συν180ο = 
[image: image13.wmf]-

1    άρα β (2    
                        εφ0ο = 0        άρα γ ( 1                συν90ο  = 0     άρα δ ( 1    
                        ημ0ο= 0             άρα ε ( 1                      εφ180ο = 0    άρα στ ( 1    
                        συν0ο  =1         άρα ζ ( 3                       ημ180ο  = 0   άρα η ( 1    
Συμπληρωμένος ο πίνακας φαίνεται παραπάνω 

4.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)  Για κάθε γωνία ω ισχύει  
[image: image14.wmf]-

1 ( συνω ( 1                                             (Σ)
β)  Αν  γωνία  είναι αμβλεία τότε εφω < 0                                                 (Σ)
γ)  Αν για την γωνία ω ισχύει  ημω > 0 , τότε η ω είναι οξεία                   (Λ)
δ)  Το ημίτονο οποιασδήποτε γωνίας τριγώνου είναι θετικός  αριθμός     (Σ)
Απάντηση

α)  Θεωρία,  πρόταση   (Σ) 

β)  Θεωρία,  πρόταση   (Σ) 

γ)  Όχι,  διότι και αμβλεία να είναι η γωνία πάλι ημω > 0.   Πρόταση   (Λ) 

δ)  Θεωρία,  πρόταση   (Σ) 

Ασκήσεις 

1. 

Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω = x
[image: image15.wmf]µ

O

M  όταν 

α)  Μ( 3,  4)               β) Μ(
[image: image16.wmf]-

5,  12)              γ) Μ( 0,  3) 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

ρ = 
[image: image17.wmf]22

x + y

= 
[image: image18.wmf]22

3 + 4

=
[image: image19.wmf]25

= 5 

Άρα    ημω =
[image: image20.wmf]y

ρ

=
[image: image21.wmf]4

5

 ,          συνω =
[image: image22.wmf] x

ρ

= 
[image: image23.wmf]3

5

 ,         εφω = 
[image: image24.wmf]y

x

=
[image: image25.wmf]4

3


β) 

Ομοίως    ρ = 13 ,     ημω = 
[image: image26.wmf]12

13

 ,       συνω = 
[image: image27.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]5

13

 ,        εφω = 
[image: image29.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image30.wmf]12

5


γ) 

Ομοίως   ρ = 3 ,       ημω = 
[image: image31.wmf]3

3

 =1 ,    συνω = 
[image: image32.wmf]0

3

 = 0 ,      εφω = 
[image: image33.wmf]3

0

 δεν ορίζεται  

2.

Μία ευθεία  ε  έχει εξίσωση y = 
[image: image34.wmf]-

2x. 

α)  Να σχεδιάσετε την ευθεία ε και να προσδιορίσετε την τεταγμένη ενός σημείου της

     Μ που έχει τετμημένη 
[image: image35.wmf]-

1

β)  Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω = x
[image: image36.wmf]µ

O

M
	x
	0
	1

	y
	0
	
[image: image37.wmf]-

2


[image: image1.wmf]µ

O

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Με την βοήθεια του πίνακα 

σχεδιάζουμε τη γραφική 

παράσταση της ευθείας 

y = 
[image: image38.wmf]-

2x
Για  x =
[image: image39.wmf]-

1 έχουμε  y = 
[image: image40.wmf]-

2(
[image: image41.wmf]-

1) = 2

Άρα   M(
[image: image42.wmf]-

1 , 2) 

β)
ΟΜ = ρ = 
[image: image43.wmf]22

x + y

=
[image: image44.wmf]22

(1) + 2

-

=
[image: image45.wmf]5

 

Άρα    ημω =
[image: image46.wmf]y

ρ

=
[image: image47.wmf]2

5

  = 
[image: image48.wmf]25

5

 ,      συνω =
[image: image49.wmf] 1

5

-

= 
[image: image50.wmf]5

5

-

 ,       εφω = 
[image: image51.wmf]y

x

=
[image: image52.wmf]2

1

-

= 
[image: image53.wmf]-

2
[image: image963.emf]10 μίλια

30

ο

Π

Ο

y

x

3.

Ένα πλοίο Π αναχώρησε από το λιμάνι Ο και 

κινήθηκε βορειοανατολικά προς μία κατεύθυνση 

που σχημάτιζε με τον άξονα Οx γωνία 30ο.

 Να βρείτε τις συντεταγμένες του πλοίου 
μετά από διαδρομή 10 μιλίων 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω  Π(x , y) οι συντεταγμένες του πλοίου 
Τότε   ρ = ΟΠ = 10 

Είναι   ημ30ο = 
[image: image54.wmf]y

ρ

    άρα    
[image: image55.wmf]1

2

 = 
[image: image56.wmf]y

10

    άρα    y = 5 
           συν30ο = 
[image: image57.wmf]x

ρ

   άρα   
[image: image58.wmf]3

2

 = 
[image: image59.wmf]x

10

    άρα    x = 5 
[image: image60.wmf]3

 
Οπότε   Π
[image: image61.wmf](

)
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[image: image964.emf]ω
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4.

Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΟΒΜ είναι ισόπλευρο. 

Να υπολογίσετε

α)  Τις συντεταγμένες του Μ                                                     
β)  Τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας των 120ο 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Φέρνω το ύψος  ΜΑ,  που είναι και διάμεσος.

Άρα η  τετμημένη του Α είναι  x =
[image: image62.wmf]-

1, οπότε ΟΑ = 1, 

και η τετμημένη του Μ είναι επίσης 
[image: image63.wmf]-

1  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΜ  έχουμε   

εφ60ο = 
[image: image64.wmf]AM

OA

   άρα  
[image: image65.wmf]3

 = 
[image: image66.wmf]AM

1

   άρα  ΑΜ = 
[image: image67.wmf]3

, οπότε η τεταγμένη του Μ είναι 
[image: image68.wmf]3


Δηλαδή   Μ
[image: image69.wmf](

)

1 , 3

-

 

β) 

Αφού  Β(
[image: image70.wmf]-

2 , 0) ,  είναι ΟΒ = 2 = ΟΜ = ρ 

ημ120ο  =
[image: image71.wmf]y

ρ

=
[image: image72.wmf]3

2

 ,      συν120ο = 
[image: image73.wmf]x

ρ

 =
[image: image74.wmf] 1
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 ,          εφ 120ο = 
[image: image75.wmf]y

x

 = 
[image: image76.wmf]-


[image: image77.wmf]3

 

[image: image965.emf]ρ
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5.

Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΟΒΜ είναι ισοσκελές. 

α) Να αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες του Μ 

    είναι 
[image: image78.wmf](

)

3 , 1

-

                                          
β) Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς 

    αριθμούς της γωνίας των 150ο
Προτεινόμενη λύση 

α) 

Φέρνω το ύψος  ΜΑ  που είναι και διάμεσος . 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΜ έχουμε 

ημ30ο = 
[image: image79.wmf]AM

OM

   άρα   
[image: image80.wmf]1

2

 = 
[image: image81.wmf]AM

2

    άρα    ΑΜ = 1 

Συνεπώς η τεταγμένη του Μ είναι  y =1
Είναι  συν30ο = 
[image: image82.wmf]OA

OM

    άρα    
[image: image83.wmf]3

2

 = 
[image: image84.wmf]OA

2

    άρα    ΟΑ = 
[image: image85.wmf]3

 

Οπότε η τετμημένη  του Μ  είναι  x = ΟΑ =
[image: image86.wmf]3

-

  
Επομένως   Μ(
[image: image87.wmf]3

-

 , 1) 
β ) 

Αφού  Μ
[image: image88.wmf](

)

3 , 1

-

  και  ρ = ΟΜ = 2  θα έχουμε 

ημ150ο  =
[image: image89.wmf]y

ρ

=
[image: image90.wmf]1

2

   ,      συν150ο = 
[image: image91.wmf]x

ρ

 =
[image: image92.wmf]3

2

-

 ,        εφ 150ο = 
[image: image93.wmf]y

x

 =
[image: image94.wmf]1

3

-

 =
[image: image95.wmf]-


[image: image96.wmf]3
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[image: image966.emf]Α

6.

Στο διπλανό σχήμα είναι εφω =
[image: image97.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image98.wmf]3

4

.  Αν η τετμημένη 

του Μ είναι 
[image: image99.wmf]-

1,  τότε  να υπολογίσετε

α)  Την τεταγμένη του σημείου Μ 

β)  Το ημω και το  συνω 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Έστω   Μ(
[image: image100.wmf]-

1 , y) ,   τότε   εφ ω = 
[image: image101.wmf]y

x

     άρα   
[image: image102.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image103.wmf]3

4

 = 
[image: image104.wmf]y

1
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    άρα y = 
[image: image105.wmf]3

4


β) 

ΟΜ = ρ = 
[image: image106.wmf]22

x + y

= 
[image: image107.wmf]2
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 =  
[image: image108.wmf]9
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 =  
[image: image109.wmf]25
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  =  
[image: image110.wmf]5
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ημω = 
[image: image111.wmf]y

ρ

=
[image: image112.wmf]3
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[image: image113.wmf]3
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  ,              συνω = 
[image: image114.wmf]x
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7.

Ένα πυροβόλο όπλο βρίσκετε στην θέση Ο και έχει στρέψει την κάννη του στον στόχο  Σ1.  Αν ο στόχος  Σ1 μετακινηθεί στη θέση  Σ2, τότε να υπολογίσετε πόσες μοίρες πρέπει να στραφεί η κάννη του πυροβόλου για να σημαδεύει το στόχο στη νέα του θέση .

( Να χρησιμοποιήσετε τριγωνομετρικούς πίνακες)

[image: image967.emf]Α


Προτεινόμενη λύση 

Είναι   Σ1(10 , 7)    και   Σ2( 20 , 18) 

Αν  ω  είναι η γωνία που σχηματίζει η  ΟΣ2 με τον οριζόντιο άξονα

και φ είναι η γωνία που σχηματίζει η ΟΣ1 με τον οριζόντιο άξονα,

 τότε   εφω = 
[image: image117.wmf]y

x

= 
[image: image118.wmf]18

20

 = 0,9   από τους πίνακες βρίσκουμε ότι ω = 42ο 

           εφφ = 
[image: image119.wmf]y

x

= 
[image: image120.wmf]7

10

 = 0,7  απ’ όπου φ = 35ο 

Συνεπώς  η γωνία στροφής  (κίτρινη) πρέπει να είναι  42ο
[image: image121.wmf]-

35ο  = 7ο 

2.2       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ    

               ΠΑΡΑΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΓΩΝΙΩΝ  
              Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  238 – 239 
Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)  ημ150ο = ημ30ο             (Σ)                          β)  συν135ο = συν45ο         (Λ)
γ)  εφ100ο = εφ80ο              (Λ)                         δ)  εφ75ο = 
[image: image122.wmf]-

εφ105ο          (Σ)
ε)  συν110ο = 
[image: image123.wmf]-

συν70ο       (Σ)                        στ)  ημ140ο  = 
[image: image124.wmf]-

ημ40ο        (Λ)
Απάντηση

Θεωρία 

2.

Αν για την γωνία  x  ισχύει  0 ( x ( 180ο , να συμπληρώσετε τις παρακάτω προτάσεις 

α)  Αν ημx = ημ60ο              τότε   x = 60ο    ή   x = 120o 

β)  Αν συνx = 
[image: image125.wmf]-

συν120ο     τότε   x = 60o 

γ)  Αν εφx =
[image: image126.wmf]-

 εφ30ο           τότε   x = 150o 
Απάντηση

Θεωρία 

3.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε τριγωνομετρικό αριθμό της στήλης Α τον ίσο του τριγωνομετρικό αριθμό από την στήλη Β. 

	Στήλη Α 
	  Στήλη Β 

	α. ημ140ο 
	1.  ημ40ο 

	
	2.  συν40ο 

	β. συν140ο 
	3.  εφ40ο 

	
	4. 
[image: image127.wmf]-

 ημ40ο

	γ. εφ140ο 
	5. 
[image: image128.wmf]-

 συν40ο

	
	6 .
[image: image129.wmf]-

 εφ40ο

	α
	β
	γ

	1
	5
	6


Απάντηση

α . ημ140ο = ημ40ο        άρα  α  ( 1
β.συν140ο = 
[image: image130.wmf]-

 συν40ο   άρα  β  ( 5
γ.εφ140ο = 
[image: image131.wmf]-

 εφ40ο         άρα  γ  ( 6 

Συμπληρωμένος ο πίνακας φαίνεται παραπάνω 
Ασκήσεις 

1.

Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των γωνιών 

α) 120ο                        β) 135ο                        γ) 150ο 

Προτεινόμενη λύση 

α)   ημ120ο = ημ60ο = 
[image: image132.wmf]3

2

  ,          συν120ο = 
[image: image133.wmf]-

συν60ο = 
[image: image134.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image135.wmf]1

2

 , 

      εφ120ο = 
[image: image136.wmf]-

εφ60ο = 
[image: image137.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image138.wmf]3


β)   ημ135ο = ημ45ο = 
[image: image139.wmf]2

2

  ,         συν135ο = 
[image: image140.wmf]-

συν45ο = 
[image: image141.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image142.wmf]2

2

 , 

      εφ135ο = 
[image: image143.wmf]-

εφ45ο = 
[image: image144.wmf]-

1

γ)   ημ150ο = ημ30ο = 
[image: image145.wmf]1

2

  ,           συν150ο = 
[image: image146.wmf]-

συν30ο = 
[image: image147.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image148.wmf]3

2

 , 

      εφ150ο = 
[image: image149.wmf]-

εφ30ο = 
[image: image150.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image151.wmf]3

3


2.

Να αποδείξετε ότι 

α)  ημ108ο + συν77ο 
[image: image152.wmf]-

ημ72ο + συν103ο = 0 

β)  εφ122ο 
[image: image153.wmf]-

εφ58ο ( εφ135ο = 0 

Προτεινόμενη λύση 

α)  

Επειδή   108ο + 72ο = 180ο 103ο + 77ο = 180ο   θα είναι   ημ108ο = ημ72ο 

                                                                                  και   συν103ο =
[image: image154.wmf]-

συν77ο 

Άρα    ημ108ο + συν77ο 
[image: image155.wmf]-

ημ72ο + συν103ο = ημ72ο + συν77ο 
[image: image156.wmf]-

ημ72ο 
[image: image157.wmf]-

συν77ο = 0 

β) 

Επειδή   122ο + 58ο = 180ο   θα είναι   εφ122ο  = 
[image: image158.wmf]-

εφ58ο  

                                                     και   εφ135ο = 
[image: image159.wmf]-

εφ45ο = 
[image: image160.wmf]-

1
Άρα    εφ122ο 
[image: image161.wmf]-

εφ58ο ( εφ135ο  = 
[image: image162.wmf]-

εφ58ο 
[image: image163.wmf]-

εφ58ο(
[image: image164.wmf]-

1) = 
[image: image165.wmf]-

εφ58ο + εφ58ο = 0
3.

Να αποδείξετε ότι 

α)  συν 245ο + συν2135ο = 1 

β)  ημ230ο + ημ260ο  + ημ2120ο  + ημ2150ο = 2 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Είναι   συν135ο = 
[image: image166.wmf]-

συν45ο  

Άρα   συν 245ο + συν2135ο = συν 245ο + συν245ο = 

                                           = 2 συν245ο =

                                          =2
[image: image167.wmf]2

2
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= 2(
[image: image168.wmf]2

4

= 1

β) 

Είναι   ημ120ο = ημ60ο    και   ημ150ο = ημ30ο 

Άρα    ημ230ο + ημ260ο + ημ2120ο + ημ2150ο  = ημ230ο + ημ260ο  + ημ260ο  + ημ230ο = 

                                                                         = 2 ημ230ο + 2ημ260ο   =

                                                                         = 2 
[image: image169.wmf]2

1

2
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ç÷
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+ 2
[image: image170.wmf]2

3
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 =        
                                                                         = 2(
[image: image171.wmf]1

4

 + 2(
[image: image172.wmf]3

4

 = 2 

4.

Να αποδείξετε ότι 

ημ( 140ο + x) = ημ( 40o 
[image: image173.wmf]-

x)      και     συν(158o 
[image: image174.wmf]-

x)  = 
[image: image175.wmf]-

συν (22ο + x) 

Προτεινόμενη λύση 

Είναι  (140ο + x) + (40
[image: image176.wmf]-

x) = 180o     άρα     ημ(140ο + x) = ημ(40o 
[image: image177.wmf]-

x)   
και     (158o 
[image: image178.wmf]-

x)  + (22ο + x) = 180ο   άρα    συν(158o 
[image: image179.wmf]-

x)  = 
[image: image180.wmf]-

συν (22ο + x)
5.

Να βρείτε τη γωνία x  όταν 

α) ημx = 
[image: image181.wmf]2

2

              β) ημx = 1
[image: image182.wmf]-

ημx               γ) συνx =
[image: image183.wmf]3

2

 

δ) συνx =
[image: image184.wmf]1

2

-

              ε) εφx = 
[image: image185.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image186.wmf]3

                 στ) 2εφx = 1+ εφx 
Προτεινόμενη λύση 

α)   ημx = 
[image: image187.wmf]2

2

   οπότε    x =  45ο   ή   x = 135ο 
β)   ημx = 1
[image: image188.wmf]-

ημx    άρα    2ημx = 1   
                                           ημx = 
[image: image189.wmf]1

2

 
                                           x = 30o   ή   x = 150ο 
γ)   συνx =
[image: image190.wmf]3

2

   άρα   x = 30o   
δ)   συνx =
[image: image191.wmf]1

2

-

= 
[image: image192.wmf]-

συν60ο = συν120ο    άρα   x = 120o            
ε)   εφx = 
[image: image193.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image194.wmf]3

 =
[image: image195.wmf]-

εφ60o = εφ120ο      άρα    x = 120o                                          

στ) 2εφx = 1 + εφx    άρα    εφx = 1    άρα    x = 45o  
6.

Να αποδείξετε ότι οι γωνίες ενός παραλληλογράμμου έχουν το ίδιο ημίτονο. 

Ισχύει το ίδιο για τα συνημίτονα των γωνιών του ;

Προτεινόμενη λύση 

Σε ένα παραλληλόγραμμο οι απέναντι γωνίες είναι ίσες και οι διαδοχικές γωνίες είναι παραπληρωματικές συνεπώς οι γωνίες είτε είναι απέναντι είτε διαδοχικές θα έχουν το ίδιο ημίτονο. 

Δεν ισχύει το ίδιο για το συνημίτονο διότι αν οι γωνίες είναι απέναντι έχουν το ίδιο συνημίτονο ενώ αν είναι διαδοχικές έχουν αντίθετα συνημίτονα 
7. 

Δίνεται τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  με  
[image: image196.wmf]µ

B

= 
[image: image197.wmf]µ

D

 = 90ο.   Να αποδείξετε ότι 

α)  ημΑ + συνΑ 
[image: image198.wmf]-

ημΓ + συνΓ = 0           β) εφΑ + εφΓ = 0  

Προτεινόμενη λύση 

Σε κάθε τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  το άθροισμα των γωνιών του είναι 360ο. 

Επειδή  
[image: image199.wmf]µ

B

= 
[image: image200.wmf]µ

D

 = 90ο ,   θα είναι   
[image: image201.wmf]µ

A

 + 
[image: image202.wmf]$

G

 = 180ο 

Επομένως     ημ
[image: image203.wmf]µ

A

 = ημ
[image: image204.wmf]$

G

,     συν
[image: image205.wmf]µ

A

 = 
[image: image206.wmf]-

συν
[image: image207.wmf]$

G

,     εφ
[image: image208.wmf]µ

A

 = 
[image: image209.wmf]-

εφ
[image: image210.wmf]$

G

.  Οπότε 

α)  ημΑ + συνΑ 
[image: image211.wmf]-

ημΓ + συνΓ  =  ημΑ 
[image: image212.wmf]-

 συνΓ 
[image: image213.wmf]-

ημΑ + συνΓ = 0 

β)  εφΑ + εφΓ = 
[image: image214.wmf]-

εφ
[image: image215.wmf]$

G

+ εφΓ = 0 

[image: image968.emf]φ

ω

8.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχήματος 

να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των 

γωνιών ω και φ. 

Προτεινόμενη λύση 

Πυθαγόρειο στο ΑΒΓ :   ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 = 

                                               = 62 + 82 = 

                                               = 100

Άρα   ΒΓ = 10 

εφω = 
[image: image216.wmf]AG

AB

 = 
[image: image217.wmf]8

6

 =  
[image: image218.wmf]4

3

 ,      ημω = 
[image: image219.wmf]AG

BG

= 
[image: image220.wmf]8

10

 = 
[image: image221.wmf]4

5

 ,          συνω = 
[image: image222.wmf]AB

BG

=
[image: image223.wmf]6

10

 = 
[image: image224.wmf]3

5

 
Επειδή   
[image: image225.wmf]µ

ω

 + 
[image: image226.wmf]$

φ

= 180ο   θα είναι    εφ
[image: image227.wmf]$

φ

=
[image: image228.wmf]-

εφ
[image: image229.wmf]µ

ω

=
[image: image230.wmf]-


[image: image231.wmf]4

3

  ,  

                                                        ημ
[image: image232.wmf]$

φ

= ημ
[image: image233.wmf]µ

ω

=
[image: image234.wmf]4

5

  , 

                                                        συν
[image: image235.wmf]$

φ

=
[image: image236.wmf]-

συν
[image: image237.wmf]µ

ω

=
[image: image238.wmf]-


[image: image239.wmf]3

5

  
[image: image969.emf]φ

ω

6cm

8cm

Γ

Β

Α

9.

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρά 6 cm και 

σημείο Δ της πλευράς ΒΓ τέτοιο ώστε BΔ = 2cm. 
Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των 

γωνιών  ω  και  φ. 

Προτεινόμενη λύση 

Φέρνω το ύψος ΑΚ .

Eπειδή το τρίγωνο είναι ισόπλευρο, το ύψος 
είναι και διάμεσος.   Άρα   ΒΚ = ΚΓ = 3cm 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΓ έχουμε   ημΓ = 
[image: image240.wmf]AK

AG

    άρα  ημ60ο = 
[image: image241.wmf]6

AK

  

                                                                                             
[image: image242.wmf]3

2

 = 
[image: image243.wmf]6

AK


                                                                                              ΑΚ = 3
[image: image244.wmf]3


Αφού  ΒΚ = 3 και  ΒΔ = 2,   είναι  ΔΚ = 1 

Πυθαγόρειο στο ΑΔΚ :  ΑΔ2  = ΑΚ2 + ΔΚ2  = 

                                                = 
[image: image245.wmf](

)

2

33

+ 12  = 

                                               = 27 + 1  = 28   άρα   ΑΔ =
[image: image246.wmf]28

 = 2
[image: image247.wmf]7

 
Επομένως     εφω  = 
[image: image248.wmf]AK

DK

= 
[image: image249.wmf]33

1

= 3
[image: image250.wmf]3

  ,     

                     ημω  = 
[image: image251.wmf]AK

AD

=
[image: image252.wmf]33

27

= 
[image: image253.wmf]2

337

2(7)

×

 = 
[image: image254.wmf]321

14

 

                     συνω = 
[image: image255.wmf]DK

AD

 = 
[image: image256.wmf]1

27

=
[image: image257.wmf]2

17

2(7)

×

= 
[image: image258.wmf]7

14


Επειδή   
[image: image259.wmf]µ

ω

 + 
[image: image260.wmf]$

φ

= 180ο  θα είναι   εφ
[image: image261.wmf]$

φ

=
[image: image262.wmf]-

εφ
[image: image263.wmf]µ

ω

=
[image: image264.wmf]-

3
[image: image265.wmf]3

  ,   

                                                      ημ
[image: image266.wmf]$

φ

= ημ
[image: image267.wmf]µ

ω

=
[image: image268.wmf]321

14

  , 

                                                      συν
[image: image269.wmf]$

φ

=
[image: image270.wmf]-

συν
[image: image271.wmf]µ

ω

=
[image: image272.wmf]-


[image: image273.wmf]7

14

  
2.3       ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ

             ΑΡΙΘΜΩΝ ΜΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  242 – 243 

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες 

α)  Αν ημ2ω = 
[image: image274.wmf]3

5

   τότε   συν2ω = 
[image: image275.wmf]2

5

                            (Σ)
β)  Αν συνω = 0  τότε δεν ορίζεται η  εφω                   (Σ)
γ)  Για κάθε γωνία ω ισχύει  ημ2ω = συν2ω
[image: image276.wmf]1

-

             (Λ)
δ)  Αν ημω = 
[image: image277.wmf]5

13

 και  συνω = 
[image: image278.wmf]12

13

   τότε  εφω = 
[image: image279.wmf]5

12

     (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

α)  Ναι διότι  ημ2ω + συν2ω = 1,  πρόταση   (Σ)

β)  Ναι διότι  εφω = 
[image: image280.wmf]ημω

συνω

,   πρόταση    (Σ)

γ)  Όχι διότι  ημ2ω = 1
[image: image281.wmf]-

συν2ω,   πρόταση   (Λ)

δ) Ναι διότι  εφω = 
[image: image282.wmf]ημω

συνω

 ,  πρόταση   (Σ)

2.

Ο Στέφανος ισχυρίζεται ότι δεν υπάρχει γωνία  ω  τέτοια ώστε  ημω = 0  και 

συνω = 0.  Έχει δίκαιο;  Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας. 

Προτεινόμενη λύση 

Ναι έχει δίκιο διότι  ημ2ω + συν2ω = 1

3.

Να συμπληρώσετε τα κενά  στα παρακάτω προτάσεις 

α) Αν ημω = 1  τότε  συνω = 0
β) Αν ημω = 0  τότε  συνω = 1  ή  συνω = 
[image: image283.wmf]-

1
Προτεινόμενη λύση 

Από τη σχέση  ημ2ω + συν2ω = 1 διαπιστώνουμε ότι 

α) αν ημω = 1 τότε συν2ω = 0 άρα συνω = 0 

β) αν ημω = 0 τότε συν2ω = 1 άρα συνω = 1 ή συνω = 
[image: image284.wmf]-

1

4.

Να επιλέξετε την σωστή απάντηση .  Αν ημω = 
[image: image285.wmf]3

5

 , τότε το συνω είναι ίσο με 

α) 
[image: image286.wmf]2

5

                 β) 
[image: image287.wmf]4

5

                γ) 
[image: image288.wmf]2

5

 ή 
[image: image289.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image290.wmf]2

5

              δ) 
[image: image291.wmf]4

5

 ή 
[image: image292.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image293.wmf]4

5


Προτεινόμενη λύση 

Αν  ημω = 
[image: image294.wmf]3

5

,  η σχέση   ημ2ω + συν2ω = 1 γίνεται  

                                        
[image: image295.wmf]2

3

5

æö

ç÷

èø

+ συν2ω = 1   άρα   συν2ω = 1
[image: image296.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image297.wmf]9

25

 = 
[image: image298.wmf]16

25


                                                                                συνω =  
[image: image299.wmf]4

5

  ή  
[image: image300.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image301.wmf]4

5

  σωστό το (δ)      

Ασκήσεις 

1.

Αν για την οξεία γωνία ω ισχύει  ημω =
[image: image302.wmf]5

13

 ,  τότε να υπολογίσετε τους άλλους 

τριγωνομετρικούς αριθμούς  της γωνίας ω. 

Προτεινόμενη λύση 

συν2ω = 1
[image: image303.wmf]-

ημ2ω  = 1
[image: image304.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image305.wmf]2

5

13

æö

ç÷

èø

= 1
[image: image306.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image307.wmf]25

169

 = 
[image: image308.wmf]144

169

 

Άρα   συνω =
[image: image309.wmf]12

13

   ή   συνω = 
[image: image310.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image311.wmf]12

13


Και επειδή η γωνία ω είναι οξεία, θα είναι  συνω = 
[image: image312.wmf]12

13

 

εφω = 
[image: image313.wmf]ημω

συνω

 = 
[image: image314.wmf]5

13

12

13

= 
[image: image315.wmf]5

12


2.

 Αν για την αμβλεία  γωνία ω ισχύει συνω = 
[image: image316.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image317.wmf]1

3

 ,  τότε να υπολογίσετε τους άλλους

τριγωνομετρικούς αριθμού; της γωνίας ω. 

Προτεινόμενη λύση 
ημ2ω  =  1
[image: image318.wmf]-

συν2ω = 1
[image: image319.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image320.wmf]2

1

3

æö

-

ç÷

èø

 = 1
[image: image321.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image322.wmf]1

9

 = 
[image: image323.wmf]8

9

 
Και επειδή η γωνία ω είναι αμβλεία,  θα είναι  ημω = 
[image: image324.wmf]8

3

 
εφω = 
[image: image325.wmf]ημω

συνω

 = 
[image: image326.wmf]8

3

1

3

-

= 
[image: image327.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image328.wmf]8


3.

Αν για την οξεία γωνία ω ισχύει  εφω =
[image: image329.wmf]3

4

 , τα ότε να υπολογίσετε τους άλλους

τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω. 

Προτεινόμενη λύση 

εφω =
[image: image330.wmf]3

4

   άρα    
[image: image331.wmf]ημω

συνω

 = 
[image: image332.wmf]3

4

  άρα   ημω = 
[image: image333.wmf]3

4

συνω    (1) 

Η σχέση   ημ2ω + συν2ω = 1   γίνεται   
[image: image334.wmf]9

16

συν2ω + συν2ω = 1 ή 

                                                               συν2ω = 
[image: image335.wmf]16

25


                                                               συνω = 
[image: image336.wmf]4

5

  ή  συνω = 
[image: image337.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image338.wmf]4

5

 

Και επειδή η γωνία ω είναι οξεία, θα είναι  συνω = 
[image: image339.wmf]4

5

 

Η   (1)  δίνει   ημω = 
[image: image340.wmf]3

4

(
[image: image341.wmf]4

5

= 
[image: image342.wmf]3

5


4.

Αν για την αμβλεία  γωνία ω ισχύει  ημω = 
[image: image343.wmf]4

5

 ,  τότε να υπολογίσετε την παράσταση 

Α =
[image: image344.wmf]1

3

ημω + 
[image: image345.wmf]2

3

συνω
[image: image346.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image347.wmf]1

10

εφω.

Προτεινόμενη λύση 

Δουλεύοντας όπως στη άσκηση  (1)  και λαμβάνοντας υπ’  όψη ότι 

συνω < 0  και εφω < 0   βρίσκουμε ότι  συνω = 
[image: image348.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image349.wmf]3

5

  και  εφω = 
[image: image350.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image351.wmf]4

3


Άρα   Α = 
[image: image352.wmf]1

3

(
[image: image353.wmf]4

5

 +
[image: image354.wmf]2

3



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image355.wmf]3

5

æö

-

ç÷

èø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image356.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image357.wmf]1

10



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image358.wmf]4

3

æö

-

ç÷

èø

= …= 0

5.

Να αποδείξετε ότι 

α) ημ3ω + ημω συν2ω = ημω             β) συν2ω
[image: image359.wmf]-

συν4ω = ημ2ωσυν2ω 

Προτεινόμενη λύση 

α)  ημ3ω + ημω συν2ω  =  ημω(ημ2ω + συν2ω ) = ημω(1 = ημω            

β)  συν2ω
[image: image360.wmf]-

συν4ω = συν2ω(1
[image: image361.wmf]-

συν2ω) = συν2ω ημ2ω

6.

Αν  x = 3συνω  και  y = 3ημω,  τότε να αποδείξτε ότι 

α) xσυνω + yημω = 3         β) x2 + y2 = 9

Προτεινόμενη λύση 

α)  

xσυνω + yημω  =  3συνω(συνω + 3ημω(ημω = 

                               =  3 συν2ω + 3ημ2ω  = 

                               =  3(ημ2ω + συν2ω) = 

                               = 3(1 =  3
β) 

x2 + y2  =  (3συνω) 2 + (3ημω )2 =
            =  9συν2ω + 9ημ2ω  = 

            =  9(ημ2ω + συν2ω)  = 

            = 9(1 = 9

7.

Να αποδείξετε ότι 

α) συν2α 
[image: image362.wmf]-

 ημ2α  = 2συν2α
[image: image363.wmf]-

1               β) ημ2ασυν2β + ημ2αημ2β + συν2α  = 1 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

συν2α 
[image: image364.wmf]-

 ημ2α  = συν2α 
[image: image365.wmf]-

(1
[image: image366.wmf]-

 συν2α) = 

                        = συν2α 
[image: image367.wmf]-

1 +συν2α  = 

                        = 2συν2α
[image: image368.wmf]-

1   

β) 

ημ2ασυν2β + ημ2αημ2β + συν2α  = ημ2α(συν2β + ημ2β) + συν2α =      

                                                    = ημ2α (1 + συν2α = 

                                                    = ημ2α + συν2α  = 1   

8.

Να αποδείξετε ότι 

α)  (ημω + συνω) 2 + (ημω – συνω) 2 = 2

β)  (α ημω + βσυνω) 2 + (βημω – ασυνω) 2 = α2 + β2 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

(ημω + συνω) 2 + (ημω – συνω) 2 =

= ημ2ω + 2ημω συνω + συν2ω + ημ2ω 
[image: image369.wmf]-

2ημωσυνω + συν2ω =

= 2ημ2ω + 2συν2ω  =

= 2 (ημ2ω + συν2ω)  =

= 2(1 = 2

β) 

(α ημω + βσυνω) 2 + (βημω – ασυνω) 2 =

= α2ημ2ω + 2αβημω συνω + β2συν2ω + β2 ημ2ω 
[image: image370.wmf]-

2αβημωσυνω + α2συν2ω =

= α2ημ2ω + β2συν2ω + β2 ημ2ω + α2συν2ω =

= (α2 + β2) ημ2ω + (α2 + β2 ) συν2ω =

= (α2 + β2)(ημ2ω + συν2ω) = (α2 + β2)(1 =

= α2 + β2
9.

Να αποδείξετε ότι 

α) συν2xεφ2x + συν2x = 1                     β) 
[image: image371.wmf]ημx + συνx

 = 

συνx

1 + 

εφx


Προτεινόμενη λύση 

α) 

συν2xεφ2x + συν2x = συν2x (
[image: image372.wmf]2

2

ημx

συνx

 + συν2x  = ημ2x + συν2x = 1 
β) 

[image: image373.wmf]ημx + συνx

1 + 

εφx

 = 
[image: image374.wmf]ημx + συνx

ημx

1 + 

συνx

= 
[image: image375.wmf]ημx + συνx

συνx + ημx

συνx

=  
[image: image376.wmf]συνx(ημx + συνx)

συνx + ημx

 =  συνx 

10.

Να αποδείξετε ότι 

α) 
[image: image377.wmf]2

συνx

1 + 

ημx

 = 1– ημx                   β) εφx + 
[image: image378.wmf]συνx

1 + 

ημx

 = 
[image: image379.wmf]1

συνx


Προτεινόμενη λύση 

α) 


[image: image380.wmf]2

συνx

1 + 

ημx

 =
[image: image381.wmf]2

1

ημx

1 + 

ημx

-

 = 
[image: image382.wmf](1

ημx)(1 + ημx)

1 + 

ημx

-

= 1– ημx                             

β)  

εφx + 
[image: image383.wmf]συνx

1 + 

ημx

 = 
[image: image384.wmf]ημx

συνx

 + 
[image: image385.wmf]συνx

1 + 

ημx

 = 

                         = 
[image: image386.wmf]ημx(1 + ημx)

συνx(1 + ημx)

 + 
[image: image387.wmf]2

συνx

συνx(1 + ημx)

 = 

                         = 
[image: image388.wmf]2

ημx(1 + ημx)+ συνx

συνx(1 + ημx)

 = 

                         = 
[image: image389.wmf]22

ημx + ημx + συνx

συνx(1 + ημx)

= 

                         =
[image: image390.wmf]ημx + 1

συνx(1 + ημx)

=
[image: image391.wmf]1

συνx

 

11.

Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α)  ημ50ο ημ130ο – συν50ο συν130ο 

β)  ημ214ο  + ημ2114ο + συν2 166ο + συν266ο 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Επειδή   50ο + 130ο = 180ο ,  θα είναι   ημ130ο = ημ50ο 

                                                     και    συν130ο = – συν50ο  

Οπότε   ημ50ο ημ130ο – συν50ο συν130ο  =  ημ50ο ημ50ο – συν50ο (–συν50ο ) =

                                                                  =  ημ250ο + συν2 50ο = 

                                                                  = 1 
β) 

Επειδή   166ο + 14ο = 180ο ,  θα είναι   ημ166ο = ημ14ο 

                                                      και   συν166ο = – συν14ο
Επίσης   114ο + 66ο = 180ο ,  θα είναι   ημ114ο = ημ66ο
Οπότε     ημ214ο  + ημ2114ο + συν2 166ο + συν266ο  =

                =  ημ214ο  + (ημ66ο)2 + (– συν14ο)2 + συν266ο  =
                = ημ214ο  + ημ266ο + συν214ο + συν266ο  =

                = (ημ214ο + συν214ο ) + (ημ266ο + συν266ο ) = 1 + 1 = 2
12.

Να αποδείξετε ότι 

α) εφ70ο συν70ο – εφ110ο συν110ο = 0 

β) εφ240ο συν240ο + συν2140ο = 1

Προτεινόμενη λύση 

α) 

70ο + 110ο = 180ο   άρα  ημ110ο = ημ70ο    (1)
εφ70ο συν70ο – εφ110ο συν110ο  = 
[image: image392.wmf]ο

ο

ημ70

συν70

συν70ο –
[image: image393.wmf]ο

ο

ημ110

συν110

συν110ο = 
                                                     = ημ70ο – ημ110ο  
[image: image394.wmf](1)

=

 0 

β) 

140ο + 40ο = 180ο    άρα  συν140ο = – συν40ο     (2)
εφ240ο συν240ο + συν2140ο = 
[image: image395.wmf]2

ο

2

ο

ημ40

συν40

συν240ο + συν2140ο =

                                            = ημ240ο + συν2140ο  
[image: image396.wmf](2)

=

 
                                            = ημ240ο + (– συν40ο)2 = 

                                            =  ημ240ο + συν240ο  =  1
13.

Αν είναι  α = 30ο  και  β = 60ο,  τότε να αποδείξετε ότι 

ημ2x ημαημβ + συν2xσυνασυνβ = 
[image: image397.wmf]3

4


Προτεινόμενη λύση 

ημ2x ημαημβ + συν2xσυνασυνβ  =  ημ2x ημ30οημ60ο + συν2xσυν30οσυν60ο = 

                                             =  (ημ2x) (
[image: image398.wmf]1

2

(
[image: image399.wmf]3

2

  + (συν2x) (
[image: image400.wmf]3

2

 (
[image: image401.wmf]1

2


                                                    = 
[image: image402.wmf]3

4

(ημ2x + συν2x) = 

                                                    = 
[image: image403.wmf]3

4

(1  =  
[image: image404.wmf]3

4


                                        Μαθηματικό  αίνιγμα 

14.

Είναι γωνία όχι οξεία. 

Hμίτονο έχει τον αριθμό  
[image: image405.wmf]λ + 1

λ + 2

  και  συνημίτονο έχει τον αριθμό  
[image: image406.wmf]λ 

λ + 2


Ποια γωνία είναι ; 

Αν ω είναι η ζητούμενη γωνία τότε  ημω = 
[image: image407.wmf]λ + 1

λ + 2

  και  συνω = 
[image: image408.wmf]λ 

λ + 2

 

Oπότε η σχέση   ημ2ω + συν2ω =1 γίνεται    
[image: image409.wmf]2

λ + 1

λ + 2

æö

ç÷

èø

+ 
[image: image410.wmf]2

λ 

λ + 2

æö

ç÷

èø

= 1  
                                                                       
[image: image411.wmf]2

2

λ + 2λ + 1

λ + 4λ + 4

 + 
[image: image412.wmf]2

2

λ 

λ + 4λ + 4

= 1 

                                                                        λ2 + 2λ + 1+ λ2 = λ2 + 4λ + 4 

                                                                        λ2 – 2λ –3 = 0  
Δ = (–2)2 – 4 . 1. (–3) = 4 + 12 = 16 
Ρίζες    
[image: image413.wmf]1,2

l

 = 
[image: image414.wmf]216

2

±

 = 
[image: image415.wmf]24

2

±

 = 3  ή  – 1 


[image: image416.wmf]·

    Για  λ = 3,   είναι   συνω = 
[image: image417.wmf]λ 

λ + 2

 = 
[image: image418.wmf]3 

3 + 2

 = 
[image: image419.wmf]3

5

 > 0  άτοπο,  

       αφού ω  όχι οξεία,  δηλαδή  συνω  ≤ 0.

[image: image420.wmf]·

    Για  λ = – 1,   είναι   συνω = 
[image: image421.wmf]λ 

λ + 2

 = 
[image: image422.wmf]1 

1+ 2

-

-

 = – 1   

                              και      ημω = 
[image: image423.wmf]λ + 1

λ + 2

 =  
[image: image424.wmf]11

12

-+

-+

 = 
[image: image425.wmf]0

1

 = 0

       Οπότε   ω = 180ο 
2.4       ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΗΜΙΤΟΝΩΝ 

             ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΩΝ  

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων  248 – 251

Ερωτήσεις κατανόησης 

[image: image970.emf]Κ

ω

1.
Να γράψετε τον νόμο των ημιτόνων στο τρίγωνο 
του διπλανού σχήματος 


[image: image426.wmf]ο

x

ημ80

 = 
[image: image427.wmf]ο

y

ημ30

= 
[image: image428.wmf]ο

ω

ημ70


Προτεινόμενη λύση 

Είναι φανερό ότι η άγνωστη γωνία του τριγώνου

έχει μέτρο 180ο – 30ο – 80ο = 70ο 

Oπότε    
[image: image429.wmf]ο

x

ημ80

 = 
[image: image430.wmf]ο

y

ημ30

= 
[image: image431.wmf]ο

ω

ημ70


[image: image971.emf]80

ο

30

ο

ω

y

x

2.

Να γράψετε τον νόμο των ημιτόνων 

α)  Στο τρίγωνο  ΑΒΔ
β)  Στο τρίγωνο  ΑΔΓ 

Προτεινόμενη λύση 

α)  

Στο τρίγωνο  ΑΒΔ  είναι   
[image: image432.wmf]µ

B

 = 180ο –70ο –30ο = 80ο
Οπότε   
[image: image433.wmf]ο

ΑΔ

ημ80

 = 
[image: image434.wmf]ο

ΒΔ

ημ30

= 
[image: image435.wmf]ο

ΑΒ

ημ70


β) 

Είναι   Α
[image: image436.wmf]µ

D

Γ = 180ο – 70ο  = 110ο    

Στο τρίγωνο  ΑΔΓ  είναι    
[image: image437.wmf]$

G

 = 180ο– 20ο – 110ο = 50ο 

Οπότε    
[image: image438.wmf]ο

ΑΔ

ημ50

 = 
[image: image439.wmf]ο

ΔΓ

ημ20

= 
[image: image440.wmf]ο

ΑΓ

ημ110


3.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες .

α)  Σε κάθε τρίγωνο ισχύει  αημΒ = βημΑ                                              (Σ)
β)  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  είναι  
[image: image441.wmf]µ

A

= 60ο  και  
[image: image442.wmf]$

G

= 100ο ,  

     τότε   
[image: image443.wmf]ο

β

ημ100

 = 
[image: image444.wmf]ο

γ

ημ20

                                                                    (Λ)
γ)  Σε κάθε τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  2βγσυνΑ = β2 + γ2 
[image: image445.wmf]-

α2                     (Σ)
δ)  Αν σε τρίγωνο  ΑΒΓ είναι  
[image: image446.wmf]µ

A

= 70ο  και  
[image: image447.wmf]$

G

= 80ο ,
     τότε ισχύει β2 = γ2 + α2 
[image: image448.wmf]-

2γασυν 80ο                                                 (Λ)
ε)  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image449.wmf]$

G

= 60ο,  τότε ισχύει  γ2 = α2 + β2 
[image: image450.wmf]-

αβ     (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

α)   
[image: image451.wmf]α

ημΑ

 = 
[image: image452.wmf]β

ημΒ

   άρα   αημΒ = β ημΑ .     Πρόταση    (Σ) 

β)  Είναι φανερό ότι  
[image: image453.wmf]µ

B

= 20ο ,   άρα  
[image: image454.wmf]ο

α

ημ60

= 
[image: image455.wmf]ο

β

ημ20

= 
[image: image456.wmf]ο

γ

ημ100

.   Πρόταση  (Λ) 

γ)  α2 = β2 + γ2 
[image: image457.wmf]-

2βγ συνΑ    άρα  2βγσυνΑ = β2 + γ2 
[image: image458.wmf]-

α2    Πρόταση    (Σ)

δ)  Είναι φανερό ότι  
[image: image459.wmf]µ

B

= 30ο,    άρα    β2 = γ2 + α2 
[image: image460.wmf]-

2γασυν 80ο    Πρόταση   (Λ)                             

ε)  γ2 = α2 + β2 
[image: image461.wmf]-

2αβσυνΓ = α2 + β2 
[image: image462.wmf]-

2αβσυν60ο = 

                                          = α2 + β2 
[image: image463.wmf]-

2αβ
[image: image464.wmf]1

2

= 

                                         = α2 + β2 
[image: image465.wmf]-

αβ     Πρόταση    (Σ)                                                                                                               

[image: image972.emf]20

ο
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ο
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ο

Δ
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Α

4.

Να συμπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες σύμφωνα 
με τον νόμο των συνημιτόνων. 

x2 = …….  y2 = ……   ω2 = ……

Απάντηση
Η άγνωστη γωνία του τριγώνου είναι  180ο
[image: image466.wmf]-

75ο – 60 = 45ο 
x2 = y2 + ω2 
[image: image467.wmf]-

2yω συν75ο 

y2 = x2 + ω2 
[image: image468.wmf]-

2xω συν60ο 

ω2 = y2 + x2 
[image: image469.wmf]-

2yx συν45ο 

5.

[image: image973.emf]75

ο

60

ο

ω

y

x

Να συμπληρώσετε τις παρακάτω προτάσεις 

α)  Η γωνία x υπολογίζεται με τον νόμο των
     ημιτόνων, από την ισότητα 
[image: image470.wmf]10

ημx

 = 
[image: image471.wmf]o

12

ημ60

.

[image: image974.emf]x

60

ο

10

12


β)  Η πλευρά x υπολογίζεται με τον νόμο των 

     συνημιτόνων, από την ισότητα

     x2 = 52 + 42 
[image: image472.wmf]-

2(4(5συν50ο 

[image: image975.emf]x

50

ο

4

5


γ)  Η γωνία x υπολογίζεται με τον νόμο των 

     συνημιτόνων , από την ισότητα 

     62 = 52 + 42 
[image: image473.wmf]-

2(4(5συνx 

[image: image976.emf]70

ο

x

60

ο

10


δ)  Η πλευρά x υπολογίζεται με τον νόμο των 

     ημιτόνων,  από την ισότητα 
[image: image474.wmf]o

10

ημ70

 = 
[image: image475.wmf]o

x

ημ50


Ασκήσεις 

1.

Να υπολογίσετε το  x  σε κάθε μία από τις περιπτώσεις 

[image: image476.emf]γ)

β) 

α)

x

8

75

ο

45

ο

15

x

45

ο

120

ο

30

ο

45

ο

4

x


Προτεινόμενη λύση 

α)   

[image: image477.wmf]ο

x

ημ30

= 
[image: image478.wmf]ο

4

ημ45

   άρα    (ημ45ο) x = 4ημ30ο   
                                       
[image: image479.wmf]2

2

 x  =  4
[image: image480.wmf]×


[image: image481.wmf]1

2

   

                                        
[image: image482.wmf]2

 x  =  4   

                                        x = 
[image: image483.wmf]4

2

 =  
[image: image484.wmf]42

2

  =  2
[image: image485.wmf]2


β)  

[image: image486.wmf]ο

x

ημ45

= 
[image: image487.wmf]ο

15

ημ120

   άρα    (ημ120ο) x = 15ημ45ο      (ημ120ο = ημ60ο  παρ/κές)
                                          (ημ60ο) x = 15ημ45ο
                                         
[image: image488.wmf]3

2

 x = 15
[image: image489.wmf]2

2


                                         
[image: image490.wmf]3

 x  = 15
[image: image491.wmf]2


                                          x =  
[image: image492.wmf]152

3

 = 
[image: image493.wmf]2

1523

(3)

×

 = 
[image: image494.wmf]156

3

 = 5
[image: image495.wmf]6


γ)  
Η άγνωστη γωνία του τριγώνου είναι  180ο
[image: image496.wmf]-

75ο – 45o  = 60ο 

[image: image497.wmf]ο

x

ημ60

 =
[image: image498.wmf]ο

8

ημ45

   άρα    (ημ45ο) x = 8ημ60ο   
                                       
[image: image499.wmf]2

2

 x  = 8
[image: image500.wmf]3

2


                                       
[image: image501.wmf]2

 x  = 8
[image: image502.wmf]3


                                        x = 
[image: image503.wmf]83

2

 =  
[image: image504.wmf]2

832

(2)

×

 = 
[image: image505.wmf]86

2

 = 4
[image: image506.wmf]6

  

2.

[image: image977.emf]γ)

3 3

8

β) 

α)

x

6

60

ο

5

x

5 3

120

ο

30

ο

4

x

Να υπολογίσετε το  x  σε κάθε μία από τις περιπτώσεις 

Προτεινόμενη λύση 

α) 


[image: image507.wmf]8

ημx

= 
[image: image508.wmf]o

4

ημ30

   άρα   4ημx = 8ημ30ο 
                                   ημx = 2
[image: image509.wmf]×


[image: image510.wmf]1

2


                                   ημx = 1   οπότε  x = 90o
β) 


[image: image511.wmf]5

ημx

= 
[image: image512.wmf]o

53

ημ120

    άρα    5
[image: image513.wmf]3

ημx = 5ημ120ο     (αλλά ημ120ο = ημ60ο = 
[image: image514.wmf]3

2

)
                                       5
[image: image515.wmf]3

 ημx = 5
[image: image516.wmf]×


[image: image517.wmf]3

2


                                       ημx =
[image: image518.wmf]1

2

  
                                       x = 30o   ή   x = 150ο 

Η τιμή x = 150o απορρίπτεται αφού ήδη μία γωνία του τριγώνου είναι 120ο αμβλεία.
γ) 


[image: image519.wmf]6

ημx

= 
[image: image520.wmf]o

33

ημ60

    άρα    3
[image: image521.wmf]3

ημx = 6ημ60ο    
                                     3
[image: image522.wmf]3

ημx = 6
[image: image523.wmf]×


[image: image524.wmf]3

2


                                     ημx = 1    άρα    x = 90ο 
3.

Να υπολογίσετε τις υπόλοιπες γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ όταν 

α)  α = 2 ,    β = 
[image: image525.wmf]2

   και   
[image: image526.wmf]µ

B

= 30ο                 β) β = 
[image: image527.wmf]2

 ,   γ = 
[image: image528.wmf]3

   και   
[image: image529.wmf]$

G

= 60ο 

Προτεινόμενη λύση 

α) 


[image: image530.wmf]α

ημΑ

 = 
[image: image531.wmf]β

ημΒ

   άρα    
[image: image532.wmf]2

ημΑ

 = 
[image: image533.wmf]o

2

ημ30


                                   
[image: image534.wmf]2

ημΑ = 2ημ30ο    
                                   
[image: image535.wmf]2

ημΑ = 2
[image: image536.wmf]×


[image: image537.wmf]1

2

   
                                    ημΑ =
[image: image538.wmf]2

2

   οπότε   
[image: image539.wmf]µ

A

 = 45ο   ή   
[image: image540.wmf]µ

A

 = 135ο

[image: image541.wmf]·

    Για  
[image: image542.wmf]µ

A

 = 45ο ,  θα είναι   
[image: image543.wmf]$

Γ

 = 180ο 
[image: image544.wmf]-

30
[image: image545.wmf]-

45ο = 105ο 

[image: image546.wmf]·

    Για  
[image: image547.wmf]µ

A

 = 135ο , θα είναι  
[image: image548.wmf]$

Γ

 = 180ο 
[image: image549.wmf]-

30
[image: image550.wmf]-

135ο = 15ο 
β) 


[image: image551.wmf]γ

ημΓ

 = 
[image: image552.wmf]β

ημΒ

    άρα   
[image: image553.wmf]ο

3

ημ60

 = 
[image: image554.wmf]2

ημΒ

 

                                  
[image: image555.wmf]3

ημΒ = 
[image: image556.wmf]2

ημ60ο
                                  
[image: image557.wmf]3

ημΒ = 
[image: image558.wmf]2


[image: image559.wmf]×


[image: image560.wmf]3

2


                                   ημΒ = 
[image: image561.wmf]2

2

,    οπότε  
[image: image562.wmf]µ

Β

 = 45ο  ή   
[image: image563.wmf]µ

Β

 = 135ο
 Η τιμή  
[image: image564.wmf]µ

Β

 = 135ο  απορρίπτεται, διότι τότε το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου θα ήταν μεγαλύτερο από 180ο 

Αφού  
[image: image565.wmf]µ

Β

 = 45ο  και 
[image: image566.wmf]$

G

= 60ο ,  θα είναι 
[image: image567.wmf]µ

A

= 75ο 
4.

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
[image: image568.wmf]µ

B

= 30ο ,   β = 10 ,  α = 10
[image: image569.wmf]3

, τότε να αποδείξετε ότι το 

τρίγωνο είναι ορθογώνιο ή ισοσκελές .

Προτεινόμενη λύση 


[image: image570.wmf]103

ημΑ

 = 
[image: image571.wmf]ο

10

ημ30

    άρα   10ημΑ = 10
[image: image572.wmf]3

ημ30ο
                                       ημΑ = 
[image: image573.wmf]3


[image: image574.wmf]×


[image: image575.wmf]1

2


                                       ημΑ = 
[image: image576.wmf]3

2

     άρα   
[image: image577.wmf]µ

A

 = 60ο   ή   
[image: image578.wmf]µ

A

 = 120ο 


[image: image579.wmf]·

    Για  
[image: image580.wmf]µ

A

 = 60ο ,  θα είναι  
[image: image581.wmf]$

G

= 180ο
[image: image582.wmf]-

30
[image: image583.wmf]-

60 = 90ο οπότε το τρίγωνο είναι

       ορθογώνιο 


[image: image584.wmf]·

    Για  
[image: image585.wmf]µ

A

 = 120ο ,  θα είναι  
[image: image586.wmf]$

G

= 180ο
[image: image587.wmf]-

30
[image: image588.wmf]-

120 = 30ο ,  οπότε  
[image: image589.wmf]$

G

= 
[image: image590.wmf]µ

B

, συνεπώς

       το τρίγωνο είναι ισοσκελές.  

5. 

[image: image978.emf]35

o

28

o

F

F

2

F

1

O

Να υπολογίσετε το μήκος της διαδρομής 

x του εναέριου σιδηρόδρομου στο 

διπλανό σχήμα.                                           
(Να χρησιμοποιήσετε τριγωνομετρικούς            
πίνακες ) 

Προτεινόμενη λύση 

Είναι  
[image: image591.wmf]$

φ

= 180ο 
[image: image592.wmf]-

130ο 
[image: image593.wmf]-

30ο = 20ο 

από τον νόμο των ημιτόνων έχουμε 


[image: image594.wmf]ΑΒ

ημφ

 = 
[image: image595.wmf]ο

x

ημ130

   άρα   
[image: image596.wmf]o

200

ημ20

 = 
[image: image597.wmf]ο

x

ημ50

     (ημ130ο = ημ50ο,  από παρ/κές γωνίες)
                                       xημ20ο = 200ημ50ο
                                       0,342 x = 200(0,766   άρα   x = 448m περίπου 
6.

Ένας μαθητής απευθυνόμενος στον καθηγητή των Μαθηματικών είπε :


[image: image598.wmf]-

Κύριε σε ένα βιβλίο βρήκα μια άσκηση στην οποία έδινε ένα τρίγωνο ΑΒΓ με 

α = 12  , β = 6  και  
[image: image599.wmf]µ

B

= 60ο ,  και ζητούσε να βρεθούν τα υπόλοιπα στοιχεία του τριγώνου . Πώς λύνεται; 

Ο καθηγητής αφού είδε την άσκηση του είπε : 


[image: image600.wmf]-

Κάποιο λάθος έχεις κάνει , γιατί δεν υπάρχει τέτοιο τρίγωνο 

Πώς το κατάλαβε ο καθηγητής ; 

Προτεινόμενη λύση 

Από το νόμο των ημιτόνων έχουμε    
[image: image601.wmf]α

ημΑ

 = 
[image: image602.wmf]β

ημΒ

   άρα  
[image: image603.wmf]12

ημΑ

 = 
[image: image604.wmf]0

6

ημ60


                                                                                              6ημΑ = 12ημ60ο
                                                                                              ημΑ = 2
[image: image605.wmf]×


[image: image606.wmf]3

2


                                                                                              ημΑ = 
[image: image607.wmf]3

 > 1  άτοπο

[image: image979.emf]30m
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7.

Οι δυνάμεις  F1 , F2  έχουν συνισταμένη F = 10 N, 
που σχηματίζει με την  F1 γωνία 28ο και με την 

F2  γωνία 35ο . 

Να υπολογίσετε τις δυνάμεις F1 και F2 .

(Να χρησιμοποιήσετε τριγωνομετρικούς πίνακες ) 
Προτεινόμενη λύση 

Από το παραλληλόγραμμο ΟF1FF2 έχουμε

[image: image608.wmf]µ

O

 + 
[image: image609.wmf]$

2

F

= 180ο   άρα  
[image: image610.wmf]$

2

F

 = 180ο 
[image: image611.wmf]-

63ο = 117ο = 
[image: image612.wmf]$

1

F


Η τρίτη γωνία του τριγώνου  ΟF1F  είναι  F1
[image: image613.wmf]$

F

O = 180o 
[image: image614.wmf]-

117o 
[image: image615.wmf]-

28o = 35o 

Νόμος ημιτόνων στο τρίγωνο ΟF1F :       
[image: image616.wmf]o

OF

ημ117

 = 
[image: image617.wmf]1

o

OF

ημ35

   

(ημ117ο = ημ63ο,  από παρ/κές γωνίες)    
[image: image618.wmf]o

OF

ημ63

 = 
[image: image619.wmf]1

o

OF

ημ35


                                                                  
[image: image620.wmf]10

0,891

 = 
[image: image621.wmf]1

OF

0,5736

  άρα   ΟF1 = 6,44

Δηλαδή  F1 = 6,44 Ν  και ομοίως από το τρίγωνο  OF2F  βρίσκουμε ότι  F2 = 5,27 N  
[image: image980.emf]120

o

10cm

Ο

Β Α

8.

Ένας τοπογράφος, για να μετρήσει το 

ύψος ενός ψηλού κτηρίου, τοποθέτησε το 

γωνιόμετρο του στο σημείο Α και βρήκε 

τη γωνία  Ε
[image: image622.wmf]$

G

Ζ = 46ο .  Στη συνέχεια 

μετακινήθηκε κατά 30 m τοποθέτησε το 

γωνιόμετρο στο σημείο Β και βρήκε 

την γωνία  Ε
[image: image623.wmf]µ

D

Β = 26ο .  Ποιο ήταν 

το ύψος του κτηρίου αν το γωνιόμετρο

 έχει ύψος  1,4 m ;

( Να χρησιμοποιήσετε τριγωνομετρικούς πίνακες) 

Προτεινόμενη λύση 

Από τα δεδομένα έχουμε ότι  Δ
[image: image624.wmf]$

G

Ε = 180ο 
[image: image625.wmf]-

46ο = 134ο 

Τότε   Δ
[image: image626.wmf]µ

E

Γ = 180ο 
[image: image627.wmf]-

26ο – 134ο = 20ο 

Νόμος ημιτόνων στο τρίγωνο ΔΓΕ :   
[image: image628.wmf]o

ΔΓ

ημ20

 = 
[image: image629.wmf]o

ΔΕ

ημ134

   άρα   
[image: image630.wmf]o

ΔΓ

ημ20

 = 
[image: image631.wmf]o

ΔΕ

ημ46

 

                                                                                                       
[image: image632.wmf]30

0,342

= 
[image: image633.wmf]ΔΕ

0,7193

 

                                                                                                        ΔΕ = 63 m περίπου 
Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΔΖ έχουμε   ημ26ο = 
[image: image634.wmf]ΕΖ

ΔΕ

  άρα   0,4384 = 
[image: image635.wmf]ΕΖ

63

   

                                                                                                   ΕΖ = 27,6 m
Επομένως το ύψος του κτηρίου είναι   h = ΕΖ + 1,4 = 27,6 + 1,4 = 29 m  περίπου 
9.

[image: image981.emf]73

o

154m

100m

M

B

A

Να υπολογίσετε το x στις παρακάτω περιπτώσεις 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε    x2 = (3
[image: image636.wmf]2

)2 + 72 
[image: image637.wmf]-

2(7(3
[image: image638.wmf]2

συν45o = 

                                                                        = 18 + 49 
[image: image639.wmf]-

2(7(3
[image: image640.wmf]2



EMBED Equation.DSMT4[image: image641.wmf]2

2

×

 = 

                                                                        = 25    άρα  x = 5 

β) 

Από το νόμο των συνημιτόνων έχουμε    72 = 32 + 52 
[image: image642.wmf]-

2(5(3συνx    

                                                                    49 = 9 + 25 
[image: image643.wmf]-

30συνx
                                                                    30συνx = 
[image: image644.wmf]-

15
                                                                    συνx = 
[image: image645.wmf]-


[image: image646.wmf]1

2


(αλλά  συν120ο = 
[image: image647.wmf]-

συν60ο = 
[image: image648.wmf]-


[image: image649.wmf]1

2

)          συνx = συν120ο    άρα  
[image: image650.wmf]$

x

 = 120ο 

γ) 

Από το νόμο των συνημιτόνων έχουμε    x2 = (2
[image: image651.wmf]3

)2 + 42 
[image: image652.wmf]-

2(4(2
[image: image653.wmf]3

συν30o = 

                                                                      = 12 + 16 
[image: image654.wmf]-

2(4(2
[image: image655.wmf]3


[image: image656.wmf]3

2

×

 = 

                                                                      = 28 – 24  

                                                                      = 4    άρα  x = 2 

δ) 
Από το νόμο των συνημιτόνων έχουμε    132 = 52 + 122 
[image: image657.wmf]-

2(5(12συνx   

                                                                  169 = 25 + 144 
[image: image658.wmf]-

120συνx
                                                                  120συνx = 0
                                                                  συνx = 0   άρα  
[image: image659.wmf]$

x

 = 90ο 
10.

Να υπολογίστε τις ίσες πλευρές  β  και  γ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ , αν 


[image: image660.wmf]µ

A

= 120ο   και  α = 3
[image: image661.wmf]3

.

Προτεινόμενη λύση 

Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε    α2 = β2 + γ2 
[image: image662.wmf]-

2(β(γ συν
[image: image663.wmf]µ

A

  

                                                                    (3
[image: image664.wmf]3

)2 = 2β2 
[image: image665.wmf]-

2β2 συν120ο  
[image: image666.wmf]*

 

                                                                    27 = 2β2 
[image: image667.wmf]-

2β2 (
[image: image668.wmf]-

συν60ο )

                                                                    27 = 2β2 
[image: image669.wmf]-

2β2
[image: image670.wmf]1

2
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                                                                    27 = 3β2  
                                                                    β2 = 9   άρα  β = 3  επομένως και  γ = 3 


[image: image671.wmf]*

   Είναι  συν120ο = 
[image: image672.wmf]-

συν60ο  αφού 60o + 120ο = 180ο  

[image: image982.emf]200m
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11.

Σε κύκλο με ακτίνα R= 10 cm,  η χορδή  ΑΒ  αντιστοιχεί 

σε τόξο 120ο.  Να υπολογίσετε το μήκος της χορδής .

Προτεινόμενη λύση 

Προφανώς είναι  
[image: image673.wmf]µ

O

 = 120ο .

 Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε   ΑΒ2 = ΟΑ2 + ΟΒ2 
[image: image674.wmf]-

2(ΟΑ(ΟΒ συν
[image: image675.wmf]µ

O

    

                                                                           = 102 + 102 
[image: image676.wmf]-

2(10(10 συν120ο =   
[image: image677.wmf]*


                                                                           = 100 + 100
[image: image678.wmf]-

200(
[image: image679.wmf]-

συν60ο ) =

                                                                           =200 
[image: image680.wmf]-

200
[image: image681.wmf]1

2

æö

-

ç÷

èø


                                                                           = 300  

                                                           άρα  ΑΒ =
[image: image682.wmf]300

= 
[image: image683.wmf]3100

×

=10
[image: image684.wmf]3

 cm 

[image: image685.wmf]*

   Είναι  συν120ο = 
[image: image686.wmf]-

συν60ο  αφού 60o + 120ο = 180ο  

12.

Να υπολογίσετε τις διαγωνίους παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 

[image: image983.emf]3

4

120

ο

Δ Γ

B

A

με  ΑΒ = 4 ,   ΒΓ = 3  και  
[image: image687.wmf]µ

A

= 120ο .
Προτεινόμενη λύση 

Από τον νόμο των συνημιτόνων 

στο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε 

ΒΔ2 = ΑΔ2 + ΑΒ2 
[image: image688.wmf]-

2(ΑΔ(ΑΒ συν
[image: image689.wmf]µ

A

 = 
        = 32 + 42 
[image: image690.wmf]-

2(3(4 συν120ο =   
[image: image691.wmf]*


        = 9 + 16 
[image: image692.wmf]-

 24 (
[image: image693.wmf]-

συν60ο)  =
       = 25
[image: image694.wmf]-

24
[image: image695.wmf]1

2
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-

ç÷

èø

 =

       = 25 + 12 =

       = 37    άρα   ΒΔ = 
[image: image696.wmf]37

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  
[image: image697.wmf]µ

B

= 60ο  και ομοίως βρίσκουμε ότι ΑΓ =
[image: image698.wmf]13

 


[image: image699.wmf]*

   Είναι  συν120ο = 
[image: image700.wmf]-

συν60ο  αφού 60o + 120ο = 180ο  
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13.

Μια τεχνική εταιρεία θέλει να καταθέσει

 μία προσφορά για την κατασκευή μιας 

σήραγγας ΑΒ . Ένας μηχανικός της

εταιρείας με τους συνεργάτες του                       
έστησε ένα γωνιόμετρο στη θέση Μ 

που η απόσταση του από το Α ήταν 100m 
και από το Β ήταν 154 m . 

Αφού μέτρηση την γωνία Α
[image: image701.wmf]µ

M

Β = 73ο
 ισχυρίστηκε ότι με αυτά τα στοιχεία 

μπορούσε να υπολογίσει το μήκος της σήραγγας .

 Είχε δίκαιο ;   Πόσο ήταν τελικά το μήκος της σήραγγας ; 

( Να χρησιμοποιήσετε τριγωνομετρικούς πίνακες) 

Προτεινόμενη λύση 

Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε    ΑΒ2 = ΑΜ2 + ΜΒ2 
[image: image702.wmf]-

2(ΑΜ(ΜΒ συν
[image: image703.wmf]µ

M

  
                                                                           = 1002 + 1542 
[image: image704.wmf]-

2(100(154 συν73ο  
                                                                           = 10000 + 23716
[image: image705.wmf]-

30800(0,2924 = 

                                                                           = 24710 περίπου 

                                                          άρα   ΑΒ = 
[image: image706.wmf]24710

=157,2 m 

Επομένως  ο μηχανικός είχε δίκαιο 

[image: image985.emf]Γ

14 . 

Ένας πυροσβεστήρας αυτόματης κατάσβεσης 

πρόκειται να στηριχτεί πάνω από τον καυστήρα 

ενός καλοριφέρ Ένας τεχνικός θέλει να 

κατασκευάσει τη βάση στήριξής του και                 
διαθέτει τρείς μεταλλικές βέργες  ΑΒ = 0,70m ,         
 ΑΓ = 1,30 m  και  ΒΓ = 1,80m.
Για να κολλήσει όμως κατάλληλα τις 

βέργες  ΑΒ  και  ΑΓ,  όπως φαίνεται στο 

σχήμα πρέπει να γνωρίζει τη γωνία ω . 

Μπορείτε εσείς να την υπολογίσετε ώστε 

να βοηθήσετε τον τεχνικό 
( Να χρησιμοποιήσετε τριγωνομετρικούς πίνακες) 

Προτεινόμενη λύση 
Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε   ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 
[image: image707.wmf]-

2(ΑΒ(ΑΓ συνω   
                                                                  1,82 = 0,72 + 1,32 
[image: image708.wmf]-

2(0,7(1,3 συνω    

                                                                  3,24 = 0,49 + 1,69 
[image: image709.wmf]-

1,82 συνω    

                                                                  συνω  = 
[image: image710.wmf]-

0,5824 =

                                                                            = 
[image: image711.wmf]-

συν54ο= 

                                                                                                                 = συν126ο     άρα  
[image: image712.wmf]µ

ω

= 126ο 
                           Διαθεματικό σχέδιο εργασίας 

            Προσδιορισμός της απόστασης  δύο απροσίτων σημείων 

Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την απόσταση των παρακάτω βουνοκορυφών Α 

και Β 

[image: image713.emf]βατή περιοχή 

ποτάμι

Β

Α


Προτεινόμενη Λύση 

Στην βατή περιοχή επιλέγουμε δύο σημεία Γ και Δ,  όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα,  των οποίων μετράμε την απόσταση. Έστω π.χ ότι  ΓΔ = 30m 
[image: image986.emf]γ

β

φ ω

2

1

Δ

Γ

B

A


Με ένα γωνιόμετρο μετράμε τις γωνίες  Α
[image: image714.wmf]$

G

Δ και Α
[image: image715.wmf]µ

D

Γ.

Έστω ότι 

Α
[image: image716.wmf]$

G

Δ = 77ο   και   Α
[image: image717.wmf]µ

D

Γ = 80ο 

Τότε η τρίτη γωνία του τριγώνου  ΑΔΓ  είναι  
[image: image718.wmf]µ

A

 = 180ο 
[image: image719.wmf]-

(77ο + 80ο) = 

                                                                                = 180ο 
[image: image720.wmf]-

157ο = 

                                                                                = 23ο 
Από τον νόμο των ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΓΔ  έχουμε   
[image: image721.wmf]ημ

GD

A

 = 
[image: image722.wmf]ημ

AD

G

       

                                                                                           
[image: image723.wmf]30

0,3907

= 
[image: image724.wmf]0,9744

AD

 

απ’ όπου βρίσκουμε ότι   ΑΔ = 74,8 m 
Με ίδια διαδικασία υπολογίζουμε  την απόσταση ΒΔ και με το γωνιόμετρο μετράμε  την γωνία  Α
[image: image725.wmf]µ

D

Β . 

Έστω λοιπόν ότι  ΒΔ = 100 m  και  Α
[image: image726.wmf]µ

D

Β = 60ο 

Νόμος  συνημιτόνων στο τρίγωνο ΑΔΒ :    ΑΒ2 = ΑΔ2 + ΒΔ2 
[image: image727.wmf]-

2ΑΔ(ΒΔ συν Α
[image: image728.wmf]µ

D

Β 

                                                                             = 74,82 + 1002
[image: image729.wmf]-

2(74,8(100 συν60ο = 

                                                                             = 5595,04 + 10000
[image: image730.wmf]-

2(74,8(100 (
[image: image731.wmf]1

2

=      

                                                                             = 8115,04 

                                                            άρα   ΑΒ  = 
[image: image732.wmf]8115,04
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1 .

Να αποδείξετε ότι 

α) (1
[image: image734.wmf]-

ημx + συνx)2 = 2(1
[image: image735.wmf]-

ημx)(1 + συνx)        β) 
[image: image736.wmf]1 + 

συνx

ημx

 + 
[image: image737.wmf]ημx

1 + 

συνx

 = 
[image: image738.wmf]2

ημx


Προτεινόμενη Λύση 

α) 

(1
[image: image739.wmf]-

ημx + συνx)2 = 1 + ημ2x + συν2x 
[image: image740.wmf]-

2ημx + 2συνx 
[image: image741.wmf]-

2ημxσυνx = 

                            = 1 + 1
[image: image742.wmf]-

2ημx + 2συνx 
[image: image743.wmf]-

2ημxσυνx =  

                            = 2
[image: image744.wmf]-

2ημx + 2συνx 
[image: image745.wmf]-

2ημxσυνx =
                            = 2(1
[image: image746.wmf]-

ημx) + 2συνx(1
[image: image747.wmf]-

ημx) = 2(1
[image: image748.wmf]-

ημx) (1 + συνx)  
β) 


[image: image749.wmf]1 + 

συνx

ημx

 + 
[image: image750.wmf]ημx

1 + 

συνx

 = 
[image: image751.wmf]2

(1 + 

συνx)

ημx(1 + συνx)

 + 
[image: image752.wmf]2

ημx

ημx(1 + συνx)

=

                                     = 
[image: image753.wmf]22

1 + 2

συνx + συνx + ημx

ημx(1 + συνx)

= 

                                     =
[image: image754.wmf]1 + 2

συνx + 1

ημx(1 + συνx)

 = 

                                     = 
[image: image755.wmf]2 + 2

συνx 

ημx(1 + συνx)

= 

                                     = 
[image: image756.wmf]2(1 + 

συνx)

ημx(1 + συνx)

 =  
[image: image757.wmf]2

ημx


2.

Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Οxy,  δίνεται το σημείο Α(4,  0) και το σημείο Μ που έχει τετμημένη 
[image: image758.wmf]-

5 και η απόστασή του από το Ο είναι 13.  Αν ω είναι η γωνία

Α
[image: image759.wmf]µ

O

Μ , να υπολογίσετε το συνω  και την απόσταση ΑΜ. 

[image: image987.emf]γ
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Προτεινόμενη Λύση 

συνω =
[image: image760.wmf]x

ρ

 =
[image: image761.wmf]5

13

-

 = 
[image: image762.wmf]5

13

-


Νόμος συνημιτόνων 

ΑΜ2 =  ΟΑ2 + ΟΜ2 
[image: image763.wmf]-

2ΟΑ(ΟΜ συν ω 

        =  42 + 132
[image: image764.wmf]-

2(4(13 
[image: image765.wmf]5
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 = 

       = 16 + 169 + 40 = 225 

Οπότε  ΑΜ = 15 

3.

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι  ΒΓ = 30cm,  
[image: image766.wmf]µ

B

= 45ο  και  
[image: image767.wmf]$

G

= 75ο .  Να χαράξετε τη διχοτόμο ΑΔ  του τριγώνου ΑΒΓ ,  να εξηγήσετε γιατί το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές και να 

[image: image988.emf]20m

12m

28m

Γ
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Α

υπολογίσετε το μήκος της διχοτόμου ΑΔ 
Προτεινόμενη Λύση 

Είναι  
[image: image768.wmf]µ

A

= 180ο – 45ο – 75ο = 60ο 

Οπότε,  λόγω της διχοτόμου  ΑΔ,  είναι  
[image: image769.wmf]µ

1

A

= 
[image: image770.wmf]µ

2

A

= 30ο 

Στο τρίγωνο  ΑΔΓ  έχουμε 


[image: image771.wmf]µ

ω

 = 180ο – 75ο – 30ο = 75ο 

Αφού 
[image: image772.wmf]µ

ω

 = 75ο = 
[image: image773.wmf]$

G

,  το τρίγωνο ΑΔΓ είναι 

ισοσκελές με βάση  ΔΓ. 

Νόμος ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ :    
[image: image774.wmf]ημ

BG
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 = 
[image: image775.wmf]ημ
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  άρα  
[image: image776.wmf]ο
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                                                                                               (ΑΓ) ημ60ο = 30 ημ45ο 

                                                                                               (ΑΓ) 
[image: image778.wmf]3
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 = 30 
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                                                                                              (ΑΓ) = 10
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4.

Αν  ΑΔ  διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ,  να αποδείξετε ότι 

α) 
[image: image788.wmf]γ

BD

 = 
[image: image789.wmf]1

ημφ

ημ
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       β) 
[image: image790.wmf]β

GD

 = 
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Προτεινόμενη Λύση 

α) 

Νόμο ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΔ :   
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Νόμο ημιτόνων στο τρίγωνο ΑΓΔ :   
[image: image798.wmf]β
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Επειδή  
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Τότε τα δεύτερα μέλη των (1) και (2) είναι ίσα οπότε θα είναι ίσα και τα πρώτα 
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α)  Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου 

     ΑΒΓ του διπλανού σχήματος είναι   Ε = 
[image: image814.wmf]1
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βγημΑ

β)  Να υπολογίσετε την γωνία 
[image: image815.wmf]µ
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     του κήπου ΑΒΓ του διπλανού σχήματος. 

Προτεινόμενη Λύση 
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Η  (1) γίνεται  Ε = 
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Από τον νόμο των  συνημιτόνων  έχουμε    ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image832.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image842.wmf]1
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6.

α)  Αν σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει  ημ2Α = ημ2Β + ημ2 Γ,  τότε να αποδείξετε ότι το

     τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

β)  Αν σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει   ημ(Β + Γ) + συν( Β
[image: image843.wmf]-

Γ) = 2 , τότε να αποδείξετε 

     ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

Προτεινόμενη Λύση 
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Από τον νόμο των ημιτόνων έχουμε   
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Η υπόθεση ημ2Α = ημ2Β + ημ2 Γ  γίνεται   
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                                                                     α2 = β2 + γ2  
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Συνεπώς   το τρίγωνο είναι ορθογώνιο και ισοσκελές 

7.

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι 

α)  α(ημΒ
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Προτεινόμενη Λύση 
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Από τον νόμο των ημιτόνων έχουμε   
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Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε ότι   γ2 = α2 + β2 
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Από τον νόμο των συνημιτόνων έχουμε ότι   α2 = β2 + γ2 
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8.

Να βρείτε τις πλευρές τριγώνου ΑΒΓ αν τα μήκη τους είναι διαδοχικοί φυσικοί αριθμοί ,  η γ είναι η μικρότερη πλευρά  και συνΓ = 
[image: image935.wmf]3
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Προτεινόμενη Λύση 

Έστω  γ ,  γ +1  , γ + 2 οι πλευρές του τριγώνου με  γ ( 1  φυσικό 

Νόμος συνημιτόνων :  γ2 = ( γ + 1) 2 + ( γ + 2)2 
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                                    0 = γ2 + 6γ + 5 
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 1 < 0   απορρίπτεται. 

Για  γ = 4  οι άλλες δύο πλευρές είναι  5  και  6 
9.

Δύο φίλοι τοποθέτησαν το γωνιόμετρό 

τους στις θέσεις Α και Β μιας ακτής και

παρατήρησαν δύο βράχους που προεξείχαν 
 από την επιφάνεια της θάλασσας . 

Αν η απόσταση ΑΒ  ήταν 30m και τα 

αποτελέσματα των μετρήσεων τους 

φαίνονται στο διπλανό σχήμα τότε να 

υπολογίσετε την απόσταση των δύο βράχων 

Προτεινόμενη Λύση 

Δ
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Επομένως η  γωνία 
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 του τριγώνου ΑΔΒ  είναι 
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Από το νόμο των ημιτόνων έχουμε    
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    άρα   ΒΔ = 80m περίπου 
Ομοίως από το τρίγωνο ΑΒΕ βρίσκουμε ότι  ΒΕ = 54 m περίπου 

Νόμος συνημιτόνων στο τρίγωνο ΔΒΕ :    ΔΕ2 = ΒΔ2 + ΒΕ2 – 2ΒΔΒΕσυνΔ
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